lEKCIQ 6

pERENORMIROWKI W MODELI φ^4

nA^NEM S FORMULY (9) PREDYDU]EJ LEKCII

Σ^{(1)}(p) = λm^2 32π^2 ( m^2 4πμ^2 )_{(D−4)/2} Γ ( 2 − D 2 ) + δ^{(1)}m^2. (1)

pOSLEDNEE SLAGAEMOE ESTX WKLAD KONTR^LENA −^{δm2}_2 φ^2. pOLOVIM D = 4 − 2ε I RASSMOTRIM PREDEL ε → 0:

x^ε = 1 + ε log x + O(ε^2),

Γ(x + ε) = Γ(x) + Γ(x)ψ(x)ε + O(ε^2), x ≠ 0, −1, −2, . . . ,

Γ(−n + ε) =

(−1)^n n! ε + (−1)^nψ(n + 1) n! + O(ε), ψ(n + 1) = −C + n∑ k=1 1 k . oTS@DA NAHODIM

Σ^{(1)}(p) = − λm^2 32π^2ε + λm^2 32π^2 ( log m^2 4πμ^2 + C − 1 ) + δ^{(1)}m^2 + O(ε).

~TOBY POL@S TO^NOJ FUNKCII gRINA IMEL MESTO PRI p^2 = m^2, MY DOLVNY POTREBOWATX

Σ(p)|_p2_{=m}2 = 0.

tOGDA POLU^AEM

δ^{(1)}m^2 = λm^2 32π^2ε − λm^2 32π^2 ( log m^2 4πμ^2 + C − 1 ) . (2)

tEPERX MY MOVEM ISPOLXZOWATX “TOT KONTR^LEN WO WSEH DIAGRAMMAH KAK WELI^INU PORQDKA λ.

rASSMOTRIM TEPERX PERWU@ POPRAWKU K WER[INE. iMEEM

Γ(p_1, p_2, p_3, p_4) = (2π)^Dδ(p_1 + p_2 + p_3 + p_4)(Γ^{(1)}(p_1, p_2, p_3, p_4) + Γ^{(2)}(p_1, p_2, p_3, p_4) + · · ·),

Γ^{(1)}(p_1, p_2, p_3, p_4) =

.....

.....

......

......

......

......

......

......

.....

......

......

......

.....

......

.. ......

.....

.....

......

......

......

......

......

......

......

......

......

...... .

p_1 p_2 p_3 p_4 = −iλ

Γ^{(2)}(p_1, p_2, p_3, p_4) = 1 2 ...................

.........

.....

.... ... .. . . .. ... ....

.....

.........

................... ...........................

.....

.... ... .. . . .. ... .... .....

........

.............

........

p_1 p_2 p_3 p_4

.......... ... .. .......

............... .. . .... q + dWE KROSS-

DIAGRAMMY^+

.....

.....

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

......

.. ......

.....

.....

......

......

......

......

......

......

......

......

......

...... . • p_1 p_2 p_3 p_4

= K(p_1, p_2; p_3, p_4) + K(p_1, p_4; p_3, p_2) + K(p_1, p_3; p_2, p_4) − iδ^{(2)}λμ^{4−D} .

zDESX δλ = (Z^2_φZλ − 1)λ. wO WTOROM PORQDKE δ^{(2)}λ = Z^{(1)}_λ λ. dLQ K IMEEM

K(p_1, p_2; p_3, p_4) = λ^2μ^{8−2D} 2 ∫ M d^D q (2π)^D 1 [(p/2 + q)^2 − m^2 + i0][(p/2 − q)^2 − m^2 + i0] , p = p_1 + p_2 = −p_3 − p_4.

wOSPOLXZUEMSQ FORMULOJ_1 ab = ∫_1 0 dx [xa + (1 − x)b]^2

. (3)

zAME^ANIE. iMEETSQ TAKVE BOLEE OB]AQ FORMULA 1 ∏_n i=1 a^νi_i = Γ( ∑ ν_i) ∏ Γ(ν_i) ∫ 0<x1<···<xn�1<1 d^nx [_n ∑ i=1 (x_i − x_{i−1})a_i ]_− ∑_νi_n ∏ i=1 (x_i − x_{i−1})^νi^{−1},

(x_0 = 0, x_n = 1). (4)

pOLU^AEM

K(p_1, p_2; p_3, p_4) = λ^2μ^{8−2D} 2 ∫_1 0 dx ∫ M d^D q (2π)^D 1 [q^2 + (2x − 1)pq + p^2/4 − m^2]^2 = iλ^2μ^{8−2D} 2 ∫_1 0 dx ∫ E d^D q (2π)^D 1 [q^2 + (2x − 1)p_Eq + p^2_E /4 + m^2]^2 . sDELAEM ZAMENU PEREMENNOJ_{q = q′ − (x − 1/2)p} E. pOLU^AEM

K_{12;34} = iλ^2μ^{8−2D} 2 ∫_1 0 dx ∫ E d^Dq^′ (2π)^D 1 [q^{′2} − x(1 − x)p^2_E + m^2]^2 = iλ^2μ^{8−2D} 2(4π)^{D/2}Γ(D/2)

∫_1 0 dx ∫_∞ 0 (q^{′2})^{(D−2)/2} d(q^{′2}) [q^{′2} + x(1 − x)p^2_E + m^2]^2 = iλ^2μ^{8−2D} 2(4π)^{D/2}Γ(D/2)

∫_1 0 dx [m^2 − x(1 − x)p^2]^{(D−4)/2}

∫_1 0 dz z^{−(D−2)/2}(1 − z)^{(D−2)/2} = iλ^2μ^{4−D} 32π^2 ( m^2 4πμ^2 )_{(D−4)/2} Γ ( 4 − D 2 ) ∫_1 0 dx ( 1 − x(1 − x) p^2 m^2 )_{(D−4)/2} . rASKLADYWAQ W RQD PO ε, POLU^AEM

K_{12;34} = iλ^2μ^{4−D} 32π^2 ( 1 ε − C − log m^2 4πμ^2 − ∫_1 0 dx log ( 1 − x(1 − x) p^2 m^2 ) + O(ε) ) . mOVNO PROWERITX, ^TO

F (p^2) ≡

∫_1 0 dx log ( 1 − x(1 − x) p^2 m^2 ) = −2 + √ 1 − 4m^2 p^2 log √ 1 −^{4m2}_{p2} + 1 √ 1 −^{4m2}_{p2} − 1 (5) W OBLASTI p^2 < 0. aNALITI^ESKOE PRODOLVENIE W DRUGIE OBLASTI OPREDELQETSQ PODSTANOWKOJ m^2 →

m^2 − i0.

oKON^ATELXNO

Γ^{(2)}_4 (p_1, p_2, p_3, p_4) = − iλ^2μ^{4−D} 32π^2 (F (s) + F (t) + F (u)) − iμ^{4−D}C, GDE_{s = (p}

1 + p_2)^2, t = (p_1 + p_3)^2, u = (p_1 + p_4)^2, (6)

— PEREMENNYE mANDELXSTAMA, A

C = δ^{(2)}λ −

3λ^2 32π^2 ( 1 ε − C − log m^2 4πμ^2 ) . (7)

o^EWIDNO, C DOLVNO BYTX KONE^NOJ KONSTANTOJ. w ZAWISIMOSTI OT TOGO, KAK MY WYBEREM C ILI, ^TO TO VE SAMOE, δ^{(2)}λ, MY POLU^IM RAZNYE WYRAVENIQ DLQ Γ4. tEM NE MENEE, PODHODQ]IM IZMENENIEM λ MY MOVEM KOMPENSIROWATX “TO IZMENENIE. dEJSTWITELXNO, ZAMENA

δ^{(2)}λ^′ = δ^{(2)}λ + a, λ^′ = λ − a NE MENQET AMPLITUDY, ESLI a — WTOROGO PORQDKA MALOSTI PO λ. kROME TOGO, “FFEKTIWNOE DEJSTWIE NE DOLVNO ZAWISETX OT μ. tO^NEE, ESLI MY MENQEM μ, TO PRAWILXNOE IZMENENIE λ DOLVNO EGO KOMPENSIRO- WATX W Γ4. o^EWIDNO, S TO^NOSTX@ DO λ^2 λ + 3λ^2 32π^2 log m^2 4πμ^2 = const .

s “TOJ VE TO^NOSTX@_{∂λ}

∂ log μ = 3λ^2 16π^2

. (8)

wAVNO, ^TO PRAWAQ ^ASTX NE SODERVIT NIKAKIH PARAMETROW, KROME “FIZI^ESKIH” PARAMETROW LAGRAN- VIANA, T. E. IMEET WID β(λ, m/μ).

—TO URAWNENIE IMEET RE[ENIE λ(μ) = λ(μ_0) 1 − aλ(μ_0) log(μ/μ_0) , a = 3 16π^2

. (9)

—TO RE[ENIE IMEET SMYSL, WYHODQ]IJ ZA RAMKI TEORII WOZMU]ENIJ. mY OBSUDIM “TO POZVE, A SEJ- ^AS OTMETIM, ^TO ESLI PRI NEKOTOROM μ0 ZNA^ENIE λ RAWNO λ(μ0) ≪ 1, TO PROCEDURA PERENORMIROWKI DOPUSTIMA PRI μ ≪ μ0e^{−(aλ(μ0))}�^1 .

hOTELOSX BY WYBRATX C (δ^{(2)}λ) S POMO]X@ KAKOGO-NIBUDX ESTESTWENNOGO USLOWIQ. ~TO TAKOE Γ4? w SU]NOSTI, “TO −iλ S U^ETOM PETLEWYH POPRAWOK. eSTESTWENNO BYLO BY, NAPRIMER, POLOVITX Γ4 = −iλ NA MASSOWOJ POWERHNOSTI p^2_1 = p^2 = p^2_3 = p^2_4 = m^2. —TOGO, ODNAKO, SDELATX NELXZQ, TAK KAK Γ4 ZAWISIT OT pipj . mOVNO WYBRATX Γ4 = −iλ PRI p1 = p2 = −p3 = −p4, ε1 = ε2 = ε3 = ε4 = p^2_1 + m^2, T. E. PRI

s = 4m^2, t = u = 0 (RASSEQNIE S NULEWOJ PEREDA^EJ IMPULXSA). w “TOM SLU^AE F (s) = 2, F (t) = F (u) = 0 I δ^{(2)}λ = +

3λ^2 32π^2 ( 1 ε − C + 2 3 − log m^2 4πμ^2 ) . mOVNO WOSPOLXZOWATXSQ DRUGOJ PROCEDUROJ, POLOVIW

Γ_4 = −iλ PRI s = t = u = −M^2,

PRI^EM POSTOQNNAQ M^2 NAZYWAETSQ TO^KOJ PERENORMIROWKI. zNAK MINUS PERED M^2 WYBRAN, ^TOBY IZBEVATX TONKOSTEJ S POL@SOM, T. E. “TO ZNA^ENIQ PEREMENNYH ZAWEDOMO WNE MASSOWOJ POWERHNOSTI. nAHODIM_{3λ2F (−M 2)}

32π^2

+ C = 0 I δ^{(2)}λ =

3λ^2 32π^2 ( 1 ε − C − F (−M^2) − log m^2 4πμ^2 ) . iZ USLOWIQ NEZAWISIMOSTI FIZI^ESKOJ AMPLITUDY OT M^2 POLU^AEM URAWNENIE gELL-mANNA–lOU ∂λ ∂ log M = β ( λ, m^2 M^2 ) , (10) β ( λ, m^2 M^2 ) = 3λ^2 32π^2

∂F (−M^2) ∂ log M .

eGO SMYSL SOSTOIT W TOM, ^TO ESLI MY BUDEM MENQTX λ I M^2 WDOLX RE[ENIQ “TOGO URAWNENIQ, TO FIZIKA MENQTXSQ NE BUDET. tAKIM OBRAZOM SMYSL KONSTANTY SWQZI IMEET WSQ TRAEKTORIQ W PLOSKOSTI (λ, M^2).

oSOBYJ INTERES PREDSTAWLQET OBLASTX BOLX[IH M^2. w “TOM SLU^AE

F (−M^2) ≃ log

M^2

m^2

− 2 (M^2 ≫ m^2) I β ( λ, m^2

M^2 ) = 3λ^2

16π^2 . oTS@DA POLU^A@TSQ FORMULY TIPA (8), (9) S ZAMENOJ μ NA M. wELI^INU λ(M^2) MOVNO RASSMATRIWATX KAK FIZI^ESKU@ KONSTANTU SWQZI WO WZAIMODEJSTWIQH S “WIRTUALXNOSTX@” PORQDKA M^2. fORMULA (9) W “TOM SLU^AE OZNA^AET, ^TO ESLI PRI SRAWNITELXNO MALYH M KONSTANTA SWQZI MALA, TO PRI BOLX[IH M ONA RASTET. pRI ZNA^ENIQH M, KOGDA KONSTANTA SWQZI SRAWNIWAETSQ S 1, TEORIQ WOZMU]ENIJ TE- RQET SWO@ PRIMENIMOSTX. pOZVE MY POJMEM, KAK ISPOLXZOWATX URAWNENIQ TIPA (9) DLQ WY^ISLENIQ KORRELQCIONNYH FUNKCIJ.

tEPERX ZAJMEMSQ WKLADOM WTOROGO PORQDKA Σ^{(2)} W SOBSTWENNU@ “NERGI@. o^EWIDNO,

−iΣ^{(2)}(p^2) = 1 4^{.....}

..... . .....

............... . ..... .....

.......... .. ....

................. . ....... ... + 1 6^.

....

................. . .......

.............

. +^{......}.. ...^{.....(2)} + 1 2^{.....}

..... . .....

............... . ..... .....

......

... ........

.(1) + 1 2^{.....}

..... . .....

............... . .....

.....• (2) .

wY^ISLIW “TU POPRAWKU, MY NAJDEM δ^{(2)}m IZ USLOWIQ PERENORMIROWKI. dAWAJTE POJMEM, KAK ONO MOVET WYGLQDETX. wOOB]E GOWORQ, ESLI Σ(p^2) — REGULQRNAQ FUNKCIQ, TO PROPAGATOR IMEET POL@S G(p) = iZ p^2 − m^2_{phys}

+ KONE^NAQ ^ASTX

tOGDA mphys IMEET SMYSL FIZI^ESKOJ MASSY, A Z OPREDELQET NORMIROWKU WOLNOWOJ FUNKCII ÆÆKWAZI- ^ASTICYŒŒ PO OTNO[ENI@ K NORMIROWKE WOLNOWOJ FUNKCII ÆÆ^ASTICYŒŒ. zAPI[EM “TO W WIDE

G^{−1}(p) = −iZ^{−1}(p^2 − m^2_{phys}) + O((p^2 − m^2_{phys})^2).

s DRUGOJ STORONY

G^{−1}(p) = −i(p^2 − m^2 − Σ(p^2)) = −i(p^2 − m^2 − Σ(m^2_{phys}) − (p^2 − m^2_{phys})Σ^′(m^2_{phys})) + O((p^2 − m^2_{phys})^2).

oTS@DA_{Z−1m2}

phys = m

2 + Σ(m^2_{phys}), Z^{−1} = 1 − Σ^′(m^2_{phys}). (11)

zNA^ENIQ Z I m ZAWISQT OT USLOWIQ PERENORMIROWKI, W TO WREMQ KAK mphys QWLQETSQ INWARIANTNOJ NABL@DAEMOJ WELI^INOJ.

wYBEREM USLOWIE NORMIROWKI TAK, ^TOBY

m = m_{phys}, Z = 1

ILI_{Σ(m2) = Σ′(m2) = 0. (12)}

eSLI MY PRINIMAEM “TO USLOWIE, TO SUMMA PERWOGO I ^ETWERTOGO SLAGAEMOGO RAWNA NUL@. pQTOE SLA- GAEMOE

(5) = δ^{(2)}λ λ × 1 2^{.....}

..... . .....

............... . ..... ..... (2) = iδ^{(2)}λm^2

32π^2 ( 1 ε − ( log m^2 4πμ^2 + C − 1 )) + O(ε)

ESTX KONSTANTA.

nETRIWIALEN LI[X WTOROJ ^LEN, KWADRATI^NO RASHODQ]IJSQ PRI D = 4. eGO MOVNO WY^ISLITX, ISPOLXZUQ NA[I REZULXTATY DLQ WER[INY:

(2) = 1 3 ∫ M d^D q (2π)^D K(p, q; −p, −q)G_0(p) = − 1λ^2μ^{4−D} 96π^2 ( m^2 4πμ^2 )_{(D−4)/2} m^{4−D}Γ ( 4 − D 2 )

× ∫_1 0 dx ∫ M d^Dq (2π)^D

[m^2 − x(1 − x)(p + q)^2 − i0]^{(D−4)/2}(q^2 − m^2 + i0)^{−1}.

tEPERX SLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ (4). iMEEM

(2) = λ^2μ^{4−D} 96π^2

(4π)^{(D−4)/2} ( m^2 4πμ^2 )_{D−4} Γ ( 6 − D 2 )

× ∫_1 0 dx ∫_1 0 dy ∫ M d^D q (2π)^D y^{(2−D)/2} [ 1 − yx(1 − x) ( p m + q )_2 − (1 − y)q^2 − i0 ]_{(D−6)/2} . zAMENOJ q = q^′ − yx(1 − x) (yx(1 − x) + 1 − y) p m MOVNO PRIWESTI INTEGRAL K STANDARTNOMU. pRIWEDEM OTWET DLQ RASHODQ]EJSQ ^ASTI

(2) = λ^2 6(16π^2)^2 ( 3m^2 2ε^2 + 3m^2 ε ( 3 2 − C − log m^2 4πμ^2 ) + p^2 4ε ) + KONE^NAQ ^ASTX.

wAVNO TO, ^TO RASHODQ]AQSQ ^ASTX SODERVIT p^2. —TO PRIWODIT K NEOBHODIMOSTI BESKONE^NOJ PERENOR- MIROWKI WOLNOWOJ FUNKCII.