
Ëåêöèÿ 21
Ïðàâèëà ñëèÿíèÿ, âûðîæäåííûå ìîäóëè è ìèíèìàëüíûå ìîäåëè

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê îïåðàòîðàì ϕ21(x) = ϕ∆21∆̄21
(x) è ϕ12(x) = ϕ∆12∆̄12

(x), î êîòîðûõ óæå øëà
ðå÷ü â Ëåêöèè 19. Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî íàëè÷èå íóëü-âåêòîðîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäóëÿõ Âåð-
ìà àëãåáð Âèðàñîðî ïðèâîäÿò ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì íà êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè. Ïî
ïåðåìåííûì z è z̄ ïîðÿäîê ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàâåí äâóì. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð-
íîå ïðîèçâåäåíèå ϕ∗(x′)ϕ∆∆̄(x), ãäå çâåçäî÷êà îçíà÷àåò èíäåêñ 12 èëè 21, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
|z′ − z|. Òîãäà â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè íà êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
÷ëåíàìè, ñâÿçàííûìè ñ îñòàëüíûìè ïîëÿìè è íàïèñàòü(

3
2(2∆∗ + 1)

∂′2 − 1
z′ − z

∂′ − ∆
(z′ − z)2

)
⟨ϕ∗(x′)ϕ∆∆̄(x) . . .⟩ = 0. (1)

Ìû èñïîëüçîâàëè ñäâèãîâóþ èíâàðèàíòíîñòü êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, ÷òîáû çàìåíèòü ∂ → −∂′.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëîñü îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà. Àíàëî-
ãè÷íîå óðàâíåíèå ìîæíî íàïèñàòü ïî z̄′, z̄.

Óðàâíåíèå (1) ëåãêî ðåøèòü â âèäå

⟨ϕ∗(x′)ϕ(x) . . .⟩ ∼ (z′ − z)∆
′−∆−∆∗(z̄′ − z̄)∆̄

′−∆̄−∆̄∗ . (2)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â óðàâíåíèå, íàõîäèì óñëîâèå íà ∆′:

(∆′ − ∆∗ − ∆)2 − 4∆∗ + 5
3

(∆′ − ∆∗ − ∆) − 2∆(2∆∗ + 1)
3

= 0.

Åñëè çàïèñàòü êîíôîðìíûå ðàçìåðíîñòè â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðèè ïîëÿ Ëèóâèëëÿ

∆a = a(Q − a), Q = b + b−1, c = 1 + 6Q2, (3)

ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ î÷åíü ïðîñòî. Ïðåæäå âñåãî, ðàçìåðíîñòè âûðîæäåííûõ íà
âòîðîì óðîâíå ïîëåé ðàâíû

∆12 = ∆−b/2, ∆21 = ∆−1/2b. (4)

Ïóñòü
∆∗ = ∆a∗ (a∗ = −b/2 or − 1/2b), ∆ = ∆a, ∆′ = ∆a′ .

Òîãäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

a′ = a ± a∗. (5)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ∆̄′. Òàêîå ïðîñòîå ðåøåíèå, êàê ìû óâèäèì íèæå, íå ñëó÷àéíî.
Ïîñêîëüêó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðåøåíèé (2), ìû ìî-

æåì ïðåäïîëîæèòü îïåðàòîðíîå ðàçëîæåíèå

ϕ∗(x′)ϕ∆∆̄(x) =
∑

∆′,∆̄′

C∆′∆̄′

∆∗∆̄∗,∆∆̄

(z′ − z)∆+∆∗−∆′(z̄′ − z̄)∆̄+∆̄∗−∆̄′

(
ϕ∆′∆̄′(x) + · · ·

)
. (6)

Ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò âêëàä ïîëåé-ïîòîìêîâ èç êîíôîðìíîãî ñåìåéñòâà [ϕ∆′∆̄′ ]. Ôîðìàëüíî ÷èñëî
ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíî, ïî ìåíüøåé ìåðå, ÷åòûðåì. Íî ýòî áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü ëîêàëü-
íîñòè òåîðèè, òàê êàê òîãäà ñïèíû ïîëåé ∆′−∆̄′ áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå öåëûìè èëè ïîëóöåëûìè.
Áîëåå òîãî, ïðè îáõîäå z′ âîêðóã z ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ÷ëåíû
ñ ∆′ = ∆̄′ = ∆a±a∗ íå èçìåíÿòñÿ, â òî âðåìÿ êàê ÷ëåíû ñ ∆′ = ∆a±a∗ , ∆̄′ = ∆a∓a∗ óìíîæàòñÿ íà
êîìïëåêñíûå ìíîæèòåëè e2πi(∆′−∆̄′). Ïîýòîìó ñëåäóåò íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû îãðàíè÷èìñÿ ñåìåéñòâîì êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ äâóì óñëîâèÿì:

1. Ñïèí âñåõ ïåðâè÷íûõ ïîëåé ðàâåí íóëþ: ∆i = ∆̄i.
2. Äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè ∆ èìååòñÿ ðîâíî îäíî ïåðâè÷íîå ïîëå ϕ∆ ýòîé ðàçìåðíîñòè (óñëîâèå

ìèíèìàëüíîñòè).
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3. Öåíòðàëüíûé çàðÿä àëãåáðû Âèðàñîðî c < 1 èëè c > 25, ÷òî îòâå÷àåò íàëè÷èþ âûðîæäåííûõ
ìîäóëåé Âåðìà.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè c > 25
0 < b < 1, (7)

à ïðè c < 1

b = iα−, b−1 = iα+, Q = 2iα0, α± = α0 ±
√

α2
0 + 1, (8)

òî åñòü
α+α− = −1, α+ > 1. (9)

Åñòü ìíîãî êîíôîðìíûõ ìîäåëåé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì, è ïðèòîì íå ìåíåå èíòå-
ðåñíûõ. Êðîìå òîãî, ìíîãèå èç ìîäåëåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì, ìîãóò áûòü ñàìîñîãëà-
ñîâàííî äîïîëíåíû ïîëÿìè, íàðóøàþùèìè ýòè óñëîâèÿ. Íî äàâàéòå âñå-òàêè äëÿ îïðåäåëåííîñòè
ðàññìàòðèâàòü èìåííî òàêèå ìîäåëè.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëÿ ϕ∆∆(x) ïðîñòî êàê ϕ∆(x), à âìåñòî ϕ∆a(x) áóäåì ïèñàòü ϕa(x). Îãðàíè-
÷åíèÿ 1, 2 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ïðàâèëó ñëèÿíèÿ ïîëåé ϕ∗ è ϕ∆a

:

[ϕa∗ ][ϕa] = [ϕa+a∗ ] + [ϕa−a∗ ]. (10)

Ýòà çàïèñü áóäåò ñèìâîëè÷åñêè çàìåíÿòü ïîëíîå âûðàæåíèå

ϕa∗(x
′)ϕa(x) =

Ca+a∗
a∗,a

|z′ − z|2(∆a∗+∆a−∆a+a∗ )
(La+a∗

a∗,a (z′ − z)L̄a+a∗
a∗,a (z̄′ − z̄)ϕa+a∗)(x)

+
Ca−a∗

a∗,a

|z′ − z|2(∆a∗+∆a−∆a−a∗ )
(La−a∗

a∗,a (z′ − z)L̄a−a∗
a∗,a (z̄′ − z̄)ϕa−a∗)(x). (11)

Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé a = 0. Òîãäà, î÷åâèäíî,

ϕa∗(x
′) · 1 = ϕa∗(x

′) = La∗
a∗,0(z

′ − z)L̄a∗
a∗,0(z̄

′ − z̄)ϕa∗(z),

òàê ÷òî Ca∗
a∗,0 = 1, Ca∗

−a∗,0 = 0. Ïîëó÷àþòñÿ î÷åâèäíûå ïðàâèëà ñëèÿíèÿ

[ϕ21][1] = [ϕ21], [ϕ12][1] = [ϕ12].

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâåäåíèå

ϕ12(x′)ϕ12(x) =
C0

−b/2,−b/2

|z′ − z|4∆12
L1
−b/2,−b/2(z

′ − z)L̄1
−b/2,−b/2(z̄

′ − z̄)1

+
C−b

−b/2,−b/2

|z′ − z|4∆12−2∆−b
(L−b

−b/2,−b/2(z
′ − z)L̄−b

−b/2,−b/2(z̄
′ − z̄)ϕ−b)(x), (12)

÷òî ïðèâîäèò ê ïðàâèëó ñëèÿíèÿ

[ϕ−b/2][ϕ−b/2] = [ϕ0] + [ϕ−b].

Àíàëîãè÷íî
[ϕ−1/2b][ϕ−1/2b] = [ϕ0] + [ϕ−1/b].

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëèÿíèå ïîëåé ϕ−b, ϕ−1/b ñ îáùèì ïîëåì ϕa. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

[ϕ−b/2][ϕ−b/2][ϕa] = [ϕ−b/2][ϕa+b/2] + [ϕ−b/2][ϕa−b/2] = [ϕa+b] + [ϕa] + [ϕa−b].

Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè àëãåáðû ñëèÿíèé, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êðîññèíã-ñèììåòðèè, èìååì

[ϕ−b][ϕa] = [ϕa+b] + [ϕa] + [ϕa−b], [ϕ−1/b][ϕa] = [ϕa+1/b] + [ϕa] + [ϕa−1/b].

Òàê êàê ïîëó÷àåòñÿ, ïî âñåé âèäèìîñòè, òðè ðåøåíèÿ, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîððåëÿöèîí-
íûå ôóíêöèè ïîëåé ϕ−b, ϕ−1/b óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ òðåòüåãî ïîðÿäêà.
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Ýòî òàê è åñòü. Ìîäóëè Âåðìà ñî ñòàðøèìè âåñàìè ∆−b, ∆−1/b èìåþò íóëü-âåêòîð íà óðîâíå 3.
Ïðîäîëæàÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå ñëèÿíèÿ ñ ϕ21, ϕ12, ìîæíî ïîëó÷èòü äâå ñåðèè ñïåöèàëüíûõ ïîëåé

ϕm1(x) = ϕ 1−m
2b

, ϕ1n(x) = ϕ 1−n
2 b

ñ ïðàâèëàìè ñëèÿíèÿ

[ϕm1][ϕa] =
m∑

k=1

[ϕa+ m+1−2k
2b

],

[ϕ1n][ϕa] =
n∑

l=1

[ϕa+ n+1−2l
2 b],

[ϕm′1(x)][ϕm1(x)] =
min(m,m′)∑

k=1

[ϕm+m′+1−2k,1] = [ϕ|m−m′|+1,1] + [ϕ|m−m′|+3,1] + · · · + [ϕm+m′−1,1],

[ϕ1n′(x)][ϕ1n(x)] =
min(n,n′)∑

l=1

[ϕ1,n+n′+1−2l] = [ϕ1,|n−n′|+1] + [ϕ1,|n−n′|+3] + · · · + [ϕ1,n+n′−1].

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ϕ21(x′)ϕ12(x). Äâà ïåðâûõ ïðàâèëà ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

[ϕ21][ϕ12] = [ϕ−1/2b−b/2] + [ϕ1/2b−b/2], [ϕ21][ϕ12] = [ϕ−1/2b−b/2] + [ϕ−1/2b+b/2],

Èç ñîîáðàæåíèé ñîâìåñòíîñòè ïîëó÷àåì

[ϕ21][ϕ12] = [ϕ−b/2−1/2b].

Ïîëå â ïðàâîé ñòîðîíå ðàâåíñòâà ìîæíî íàçâàòü ϕ22. Âîîáùå, ïîëîæèì

amn =
1 − m

2b
+

1 − n

2
b, ∆mn = ∆amn , ϕmn(x) = ϕamn(x). (13)

Òåîðåìà 1 (Â. Êàö) Ìîäóëü Âåðìà ñî ñòàðøèì âåñîì ∆ âûðîæäåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà îäíîé èç ðàçìåðíîñòåé ∆mn, mn > 0, ïðè÷åì íóëü-âåêòîð íàõîäèòñÿ íà

óðîâíå mn.

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ⟨ϕmn(x)ϕ∆1(x1) . . . ϕ∆N
(xN )⟩ óäî-

âëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïîðÿäêà mn ïî ∂z (è òàêîìó æå óðàâíåíèþ ïî ∂̄z).
Åñëè îäíî èç ïîëåé ∆1, . . . , ∆4 èìååò âèä ∆mn, êîíôîðìíûå áëîêè F∆1∆2

∆4∆3
(∆; w) (ñîîòâåòñòâåííî

F̄∆1∆2
∆4∆3

(∆; w̄)) ñî âñåì äîïóñòèìûìè ïðàâèëàìè ñëèÿíèÿ çíà÷åíèÿìè ∆ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñå
ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Íàïèøåì òåïåðü îáùèå ïðàâèëà ñëèÿíèÿ äëÿ ïîëåé ϕmn (m,n > 0):

[ϕmn][ϕa] =
m∑

k=1

n∑
l=1

[ϕa+ m+1−2k
2b + n+1−2l

2 b],

[ϕm′n′ ][ϕmn] =
min(m,m′)∑

k=1

min(n,n′)∑
l=1

[ϕm+m′+1−2k,n+n′+1−2l].

(14)

Ìû âèäèì, ÷òî ñåêòîð âûðîæäåííûõ ïîëåé çàìûêàåòñÿ è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàìêíóòàÿ
òåîðèÿ ïîëÿ. Â ñëåäóþùåé ëåêöèè áóäåò îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü êîíôîðìíûå
áëîêè òàêîé òåîðèè è íàéòè ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ïîëÿ ìîæåò áûòü óíèòàðíîé, åñëè âñå åå êîíôîðìíûå ðàçìåðíîñòè áîëüøå
íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëèì íîðìó ñîñòîÿíèÿ L−1|∆⟩. Ïóñòü ∥|∆⟩∥2 = 1. Òîãäà

∥L−1|∆⟩∥2 = ⟨∆|L1L−1|∆⟩ = 2∆⟨∆|∆⟩ = 2∆.

Åñëè êàêàÿ-íèáóäü ðàçìåðíîñòü îòðèöàòåëüíà, òî è êâàäðàò íîðìû ýòîãî âåêòîðà îòðèöàòåëåí, òî
åñòü ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Âèðàñîðî íå óíèòàðíî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü ñòàð-
øåãî âåñà ∆ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì óíèòàðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ.
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Äëÿ îáùèõ çíà÷åíèé a êàæåòñÿ íåïðîñòûì äåëîì äîáèòüñÿ óíèòàðíîñòè. Òåì íå ìåíå, òåîðèÿ
Ëèóâèëëÿ ñ c > 25 ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé. Â ýòîé òåîðèè, êðîìå åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà, ôèçè÷åñêèìè
ïåðâè÷íûìè ïîëÿìè ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíòû eaφ(x) ñî çíà÷åíèÿìè a ðàâíûìè

a =
Q

2
+ iP, P ∈ R. (15)

Ðàçìåðíîñòè òàêèõ ïîëåé ∆(P ) = Q2/4 + P 2 ≥ Q2 > 0. Ïðè ýòîì P èìååò ñìûñë èìïóëüñà ¾÷à-
ñòèöû¿, íàëåòàþùåé íà ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ebφ. Òåîðèÿ Ëèóâèëëÿ, òàêèì îáðàçîì, âîîáùå íå
ñîäåðæèò âûðîæäåííûõ ñåìåéñòâ ïîëåé, êðîìå ñåìåéñòâà åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà.

Â ñëó÷àå c < 1 íåâîçìîæíî êàê ðàç äîáèòüñÿ óíèòàðíîñòè ïðåäñòàâëåíèé, îòâå÷àþùèõ íåâû-
ðîæäåííûì ïîëÿì. Ñðåäè âûðîæäåííûõ ñåìåéñòâ, âîîáùå ãîâîðÿ, òîæå èìåþòñÿ íåóíèòàðíûå.
Äåéñòâèòåëüíî, êîíôîðìíûå ðàçìåðíîñòè

∆mn = amn(Q − amn) = αmn(αmn − 2α0), αmn =
1 − m

2
α+ +

1 − n

2
α−,

îòðèöàòåëüíû, åñëè îíè ïîïàäàþò â ïîëîñó 0 < αmn < 2α0 = α+ +α−. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòðèöàòåëü-
íûì êîíôîðìíûì ðàçìåðíîñòÿì îòâå÷àåò ïîëîñà, îãðàíè÷åííàÿ óñëîâèÿìè

n − 1 > α2
+(m − 1), n + 1 < α2

+(m + 1),

ïðè÷åì α2
− > 1. Ýòî íàêëîííàÿ ïîëîñà çàæàòàÿ ìåæäó äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé íàêëîíà α2

+, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè (1, 1) è (−1,−1). Ïðè èððàöèîíàëüíûõ α2

+ â ñèëó òåîðåìû îá ýðãîäè÷íîñòè
èððàöèîíàëüíîé íàìîòêè òîðà â ýòó ïîëîñó îáÿçàòåëüíî ïîïàäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî öåëûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ òî÷åê (m,n). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå êàíäèäàòîâ íà óíèòàðíóþ òåîðèþ ñëåäóåò ðàññìîòðåòü
òåîðèè ñ ðàöèîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè α2

+.
Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî ìîäóëü Âåðìà ñî ñòàðøèì âåñîì ∆mn èìååò íóëü-âåêòîð íà óðîâíå mn.

À íå ìîæåò ëè îí èìåòü åùå îäèí íóëü-âåêòîð? Ïî òåîðåìå Êàöà äîëæíû ñóùåñòâîâàòü äâà äðóãèõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà m̃, ñ, òàêèå ÷òî

∆mn = ∆m̃ñ,

òî åñòü
amn(Q − amn) = am̃ñ(Q − am̃ñ).

Î÷åâèäíî, åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî

amn = Q − am̃ñ,

òî åñòü
(m + m̃)b−1 + (n + ñ)b = 0.

Î÷åâèäíî, ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå òîëüêî êîãäà b = iα− ìíèìîå (c < 1) è b2 = −α2
− �

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïóñòü

α2
− =

p

q
, p > q > 0 � âçàèìíî-ïðîñòûå ÷èñëà, (16)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàëüíîìó çàðÿäó àëãåáðû Âèðàñîðî

c = 1 − 6(q − p)2

pq
. (17)

Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà pb−1 + qb = 0 è

m̃ = p − m, ñ = q − n. (18)

Èñõîäÿ èç íàøåãî óñëîâèÿ 2, ïîòðåáóåì, ÷òîáû

ϕmn(x) = ϕp−m,q−n. (19)
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Ýòî î÷åíü âàæíîå óñëîâèå. Îíî íàêëàäûâàåò íà ïðàâèëà ñëèÿíèÿ ñåðüåçíûå îãðàíè÷åíèÿ. Èìåííî,

[ϕmn] =
∑

m′′n′′

[ϕm′′n′′ ],
m + m′ − m′′

2
∈ Z,

n + n′ − n′′

2
∈ Z,

max(|m − m′| + 1, m + m′ − p + 1) ≤ m ≤ min(m + m′ − 1, p − |m − m′| − 1),
max(|n − n′| + 1, n + n′ − q + 1) ≤ n ≤ min(n + n′ − 1, q − |n − n′| − 1).

(20)

Òàêèì îáðàçîì, òåîðèÿ çàìûêàåòñÿ íà êîíå÷íîì ÷èñëå ïåðâè÷íûõ ïîëåé (òàáëèöå Êàöà):

ϕmn(x), 1 ≤ m ≤ p − 1, 1 ≤ n ≤ q − 1. (21)

Ðàçìåðíîñòè ýòèõ ïîëåé ìîæíî çàïèñàòü òàê:

∆mn =
(qm − pn)2 − (q − p)2

4pq
. (22)

Òàêèå êîíôîðìíûå òåîðèè ïîëÿ íàçûâàþò ìèíèìàëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè òåîðèÿìè.
Âñå ðàçìåðíîñòè ìèíèìàëüíîé ðàöèîíàëüíîé òåîðèè ïîëÿ ïîëîæèòåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà
q = p + 1. (23)

Òàêèå òåîðèè íàçûâàþò óíèòàðíûìè ìèíèìàëüíûìè ìîäåëÿìè.
Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ïðèìåð óíèòàðíîé ìèíèìàëüíîé ðàöèîíàëüíîé ìîäåëè: p = 3, q = 4,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò
c = 1/2.

Â òåîðèè èìååòñÿ òðè ïåðâè÷íûõ ïîëÿ ñ ðàçìåðíîñòÿìè

1 : ∆11 = ∆23 = 0, ϵ : ∆21 = ∆13 =
1
2
, σ : ∆12 = ∆22 =

1
16

è ïðàâèëàìè ñëèÿíèÿ
[ϵ][ϵ] = [1], [ϵ][σ] = [σ], [σ][σ] = [1] + [ϵ].

Îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ ìîæíî íàïèñàòü êàê

ϵ(x′)ϵ(x) =
1

|z′ − z|2
+ · · · ,

ϵ(x′)σ(x) =
Cσ

ϵσσ(x)
|z′ − z|

+ · · · ,

σ(x′)σ(x) =
1

|z′ − z|1/4
+ Cϵ

σσϵ(x)|z′ − z|3/4 + · · · ,

ãäå òî÷êè îáîçíà÷àþò âêëàä ïîòîìêîâ. Ìû íîðìèðîâàëè îïåðàòîðû ϵ è σ òàê, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû
â ïàðíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ ðàâíÿëèñü åäèíèöå:

⟨ϵ(x′)ϵ(x)⟩ =
1

|z′ − z|2
, ⟨σ(x′)σ(x)⟩ =

1
|z′ − z|1/4

.

×òîáû íàéòè ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû Cσ
ϵσ è Cϵ

σσ, íåîáõîäèìî ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî

Cσ
ϵσ = Cσϵσ = Cϵσσ = Cϵ

σσ

â ñèëó òîãî, ÷òî ìû ïîëîæèëè C1
σσ = C1

ϵϵ = 1. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü òîëüêî îäíó ñòðóê-
òóðíóþ êîíñòàíòó. Ðàññìîòðèì êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

G(w, w̄) = ⟨σ(∞,∞)σ(1, 1)σ(w, w̄)σ(0, 0)⟩ = Fσσ
σσ (1; w)F̄σσ

σσ (1; w̄) + (Cϵ
σσ)2Fσσ

σσ (ϵ; w)F̄σσ
σσ (ϵ; w̄)

Â îêîí÷àòåëüíîì îòâåòå ìîæíî áóäåò çàìåíèòü ïðîèçâåäåíèÿ FF̄ íà |F|2, íî ÿ çäåñü õî÷ó ïîä÷åðê-
íóòü, ÷òî ïîêà ìû ðàññìàòðèâàåì w è w̄ êàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû
ìû áóäåì ïèñàòü

F1(w) = Fσσ
σσ (1;w), Fϵ(w) = Fσσ

σσ (ϵ; w).
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Â ñèëó ðàçìåðíîñòè 1/16 ïîëÿ σ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ G(w, w̄) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(
4
3

d2

dw2
− 1

16

(
1

w2
+

1
(1 − w)2

)
− 1

8w(1 − w)
+

(
1
w

− 1
1 − w

)
d

dw

)
G(w, w̄) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, è êîíôîðìíûå áëîêè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óðàâíåíèþ:(
4
3

d2

dw2
− 1

16

(
1

w2
+

1
(1 − w)2

)
− 1

8w(1 − w)
+

(
1
w

− 1
1 − w

)
d

dw

)
Fi(w) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî óïðîñòèòü ïîäñòàíîâêîé

Fi(w) = w−1/8(1 − w)−1/8ui(w).

Ïîëó÷àåì (
w(1 − w)

d2

dw2
+

(
1
2
− w

)
d

dw
+

1
16

)
u(w) = 0.

Ýòî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå, îäíàêî åãî ìîæíî ðåøèòü, íå âäàâàÿñü â òåîðèþ ãèïåðãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïîäñòàíîâêîé

w = sin2 θ.

Òîãäà óðàâíåíèå ñâåäåòñÿ ê âèäó (
d2

dθ2
+

1
4

)
u(w) = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ

u1(w) = cos
θ

2
, u2(w) = sin

θ

2
.

Â ïðåäåëå θ → 0 èìååì θ ≃ 2w1/2, ïîýòîìó

F1(w) ≃ w−1/8, F2(w) ≃ w3/8.

Ïðè îáõîäè w âîêðóã òî÷êè 0 ïàðàìåòð θ ìåíÿåòñÿ íà −θ, òàê ÷òî

F1(e2πiw) = e−iπ/4F1(w), F2(e2πiw) = e3iπ/4F2(w). (24)

Âèä îñîáåííîñòè è ñâîéñòâî ìîíîäðîìèè çàñòàâëÿþò íàñ îòîæäåñòâèòü ðåøåíèÿ F1, F2 ñ êîíôîðì-
íûìè áëîêàìè

F1(w) = F1(w), F2(w) = Fϵ(w).

Ìû ïîëó÷àåì

G(w, w̄) = (ww̄(1 − w)(1 − w̄))−1/8

(
cos

θ

2
cos

θ̄

2
+ (Cϵ

σσ)2 sin
θ

2
sin

θ̄

2

)
. (25)

Èç ñâîéñòâà (24) ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ G(w, w̄) íå ìåíÿåòñÿ íà ýâêëèäîâîé ïëîñêî-
ñòè (w̄ = w∗) ïðè îáõîäå w âîêðóã íóëÿ. Äëÿ îäíîçíà÷íîñòè êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè òðåáóåòñÿ åùå
ïðîâåðèòü, ÷òî îíà íå ìåíÿåòñÿ ïðè îáõîäå w âîêðóã åäèíèöû. Òàê êàê 1−w = cos2 θ = sin2(π

2 − θ),
îáõîäó âîêðóã åäèíèöû îòâå÷àåò çàìåíà θ → π − θ:

G(1 + e2πi(w − 1), 1 + e2πi(w̄ − 1)) = (ww̄(1 − w)(1 − w̄))−1/8

(
sin

θ

2
sin

θ̄

2
+ (Cϵ

σσ)2 cos
θ

2
cos

θ̄

2

)
.

Ñðàâíèâàÿ ñ (25), ïîëó÷àåì
(Cϵ

σσ)2 = 1.

Ïîñêîëüêó çíàê ïîëÿ ϵ(x) ó íàñ íè÷åì íå ôèêñèðîâàí, ìû ìîæåì ñ ïîëíûì îñíîâàíèåì ïîëîæèòü

Cϵ
σσ = Cσ

ϵσ = 1. (26)
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Òåîðèÿ c = 1/2 çàìå÷àòåëüíà åùå è òåì, ÷òî ê íåé ìîæíî äîáàâèòü äâà ïîëóëîêàëüíûõ ïîëÿ
ψ(z) = ϕ1/2,0(x) è ψ̄(z̄) = ϕ0,1/2(x) ñî ñïèíàìè 1/2 è −1/2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîáàâëÿÿ òàêèå ïîëÿ, ìû
íàðóøàåì óñëîâèå 1. Òåì íå ìåíåå, ìû ñåé÷àñ ïîëó÷èì âàæíûé ðåçóëüòàò. Â ñèëó äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (1), âåðíîãî è äëÿ ψ(z) â êèðàëüíîì ñåêòîðå, ìû èìååì îïåðàòîðíûå ðàçëîæåíèÿ:

ψ(z′)ψ̄(z̄) = Cϵ
ψψ̄ϵ(x) + · · · ,

ψ(z′)ψ(z) =
1

z′ − z
+ · · · , ψ̄(z̄′)ψ(z̄) =

1
z̄′ − z̄

+ · · · ,

ψ(z′)ϵ(x) =
Cψ̄

ψϵψ̄(z̄)
z′ − z

+ · · · , ψ̄(z̄′)ϵ(x) =
Cψ

ψ̄ϵ
ψ(z)

z̄′ − z̄
+ · · · ,

ψ(z′)σ(x) =
Cµ

ψσµ(x)

(z′ − z)1/2
+ · · · , ψ̄(z̄′)σ(x) =

Cµ

ψ̄σ
µ(x)

(z̄′ − z̄)1/2
+ · · · ,

ãäå µ(x) � íîâîå ïîëå ðàçìåðíîñòè ∆ = ∆̄ = 1
16 , íå âçàèìíî-ëîêàëüíîå ñ σ(x). Åñëè ìû ïîëîæèì

Cϵ
ψψ̄

= 1, òî ïðåäåëîì x′ → x ïîëó÷àåì

ϵ(x) = ψ(z)ψ̄(z̄). (27)

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî Cψ̄
ψϵ = Cψ

ψ̄ϵ
= 1. Ëåãêî òàêæå ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ

ψ(z′)µ(x) =
Cσ

ψµσ(x)
(z′ − z)1/2

+ · · · , ψ̄(z̄′)µ(x) =
Cσ

ψ̄µ
σ(x)

(z̄′ − z̄)1/2
+ · · · .

σ(x′)µ(x) = Cψ
σµψ(z)

(z′ − z)3/8

(z̄′ − z̄)1/8
+ Cψ̄

σµψ̄(z̄)
(z̄′ − z̄)3/8

(z′ − z)1/8
+ · · · .

Ìîæíî âû÷èñëèòü êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

G̃(w, w̄) = ⟨σ(∞,∞)µ(1, 1)σ(w, w̄)µ(1, 1)⟩. (28)

Îíà óäîâëåòâîðÿåò òåì æå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, òàê ÷òî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òå æå êîí-
ôîðìíûå áëîêè, íî ïî-äðóãîìó:

G̃(w, w̄) = F1(w)F̄ϵ(w̄) + Fϵ(w)F̄1(w̄).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Cψ

σµ = Cψ̄
σµ = Cµ

ψσ = Cµ

ψ̄σ
= Cσ

ψµ = Cσ
ψ̄µ = 1. (29)

Â ïîëÿõ ψ(z), ψ̄(z̄) íåòðóäíî óçíàòü êîìïîíåíòû ñâîáîäíîãî ìàéîðàíîâñêîãî ôåðìèîíà ñ äåé-
ñòâèåì

S[ψ] =
1
4π

∫
d2x (ψ∂̄ψ − ψ̄∂ψ̄).

Èç ïðàâèë ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëåé ïðè ìîíîäðîìèè (îáõîäå îäíîãî ïîëÿ âîêðóã äðóãîãî) íåòðóäíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî σ(x) è µ(x) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàìåòð ïîðÿäêà è áåñïîðÿäêà òåîðèè (èëè íàîáî-
ðîò, ÷òî â êðèòè÷åñêîé òî÷êå íåâàæíî). Ïîëå ϵ(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîòíîñòü ýíåðãèè. Òàêèì
îáðàçîì, òåîðèÿ c = 1/2 îïèñûâàåò ìîäåëü Èçèíãà â êðèòè÷åñêîé òî÷êå.

Çàìåòèì, ÷òî âíå êðèòè÷åñêîé òî÷êè ìîäåëü Èçèíãà îïèñûâàåòñÿ äåéñòâèåì

SIsing = S CFT
c=1/2 + τ

∫
d2x ϵ(x) + h

∫
d2xσ(x), (30)

ãäå τ ïðîïîðöèîíàëüíî T − Tc, à h � âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ.
Îñòàëüíûå ðàöèîíàëüíûå ìèíèìàëüíûå ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþò áîëåå ñëîæíûì êðèòè÷åñêèì

òî÷êàì è íå îïèñûâàþòñÿ òåîðèÿìè ñâîáîäíûõ ïîëåé.
Ðåçóëüòàòû, îïèñàííûå â ïîñëåäíèõ òðåõ ëåêöèÿõ, ïðèíàäëåæàò Áåëàâèíó, Ïîëÿêîâó è À. Çà-

ìîëîä÷èêîâó (1983).

Çàäà÷è

1. Ðàçëîæèòå êîíôîðìíûå áëîêè Fi(w) â òåîðèè c = 1/2 ïî Fi(1−w) è ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèÿ
àññîöèàòèâíîñòè ïðèâîäÿò ê òîìó æå ðåøåíèþ äëÿ ñòðóêòóðíîé êîíñòàíòû.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ G̃(w, w̄), îïðåäåëåííàÿ (28), ìîíîäðîìíî-èíâàðè-
àíòíà, òî åñòü íå ìåíÿåòñÿ ïðè îáõîäå w âîêðóã òî÷åê 0 è 1 ïðè óñëîâèè w̄ = w∗.
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